Module et Argument d’un nombre complexe : regles de calcul.

Pour 'ensemble de cette fiche, on suppose z, z' deux nombres complexes non nuls distincts,
représentés par les points M et M’ dans le plan muni d’'un repéere orthonormé direct (0, u, V)
contenant les points 1(0; 1) et J(1;0).On notera 8 un argument de z et 8’ un argument de z’. On

considerera que n est un entier naturel non nul.

Opposé et conjugué :

|—z| = |z| et arg(—z) = arg(z) + w [27]

|| = |z| et arg(2z) = —arg(z) [2m]

Démonstrations :

Le module d’'un nombre complexe est égal au
module de son opposé

|—z] = |-(x + iy)|
= |—x — iyl
= (%)% + (=)?

|—z| = |z|

Le module d’'un nombre complexe est égal au
module de son conjugué

|z] = |x — iyl
|z = Vx? + (=y)?
2] = yx? +y?

2| = ||

Produits et quotients :
|zz'| = |z| x |Zz'| et
|z = |z|* et

||
zZ'|

L’argument d’un nombre complexe est égal a
'argument de son opposé augmenté de m, a
21 pres.

Les points M(z) et N(—z) sont symétriques par
rapport au centre du repére 0. Ainsi O est
milieu du segment [MN].

(071, W) = 1 [2m]
(i, 0N) = (d,0M) + (OM, ON) [27]
arg(—z) = argz + m [2m]

L’argument d’un nombre complexe est égal a
'opposé de I'argument de son conjugué, a 2r
pres.

Les points M(z) et P(2) sont symétriques par
rapport a 'axe des abscisses. On a donc

IOM = IOP, M et P étant de part et d’autre par
rapport a (0I).

(i, 0M) = (0P, %) [2n]

(4,0P) = —(i, OM) [2n]

argz = —argz [2m]

arg(zz') = arg(z) + arg(z’) [2n]

arg(z™) = narg(z) [2m]

|§| - 12’ et arg (3) = arg(z) —arg(z') [2m]

http://jouons-aux-mathematiques.fr

JMCFP-complexes-modargcalcetdemo


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/fr/

Démonstrations : le module d’un produit est égal au produit des modules
zz' = (x +iy)(x' +iy")

zz' =xx'—yy' +ilxy' +x'y)

22| = (ex’ — yy")? + (xy' + x'y)?

|z2'| = V/(xx)? + (yy")? = 2xx'yy’ + (xy)? + (x'y)? + 2xx'yy’
|zz'| =/ (xx)? + (yy")? + ('¥)? + (xy')?

|zz'] =/ (xx)2 + (xy")2+(yy")? + (x'y)?

22| = Yx2(x2 + y'2) + y2(x'2 +y'?)

|zz'| = (x2 + y2) (x'2 + y'2)

|zz'| = \/x2 + y? X \/x’z + y'?

|zZ'| = |z| |Z'|

L’argument d’un produit est égal a la somme des arguments, a 2w pres :
27" = |z|et x |Z'|e¥" = |z||7'|e0ei® = |zz'| £i(6+0")

On adonc arg(zz') = argz + argz’' [2m]

Démonstrations par récurrence : |z = |z|™

Le cas n = 1 est évidemment vrai, le cas n = 2 a déja été démontré.
Supposons |z¥| = |z|* vrai pour k > 2.

Alors |zt = |z 2¥| = |z||z¥| = |z[|z]* = |z|***

Conclusion : |z"| = |z|™ pour tout n entier naturel non nul.

Démonstration par récurrence : arg(z") = narg(z) [2m]

Le cas n = 1 est évidemment vrai, le cas n = 2 a déja été démontré.

Supposons arg(z*) = karg(z) [2r] pour k > 2.

Alors arg(z**1) = arg(z z*) [2n] = argz + argz* [2n] = argz + kargz [2n] = (k + 1) arg z [2n].
Conclusion : arg(z") = narg(z) [2m] pour tout n entier naturel non nul.

Le quotient d’'un module est égal au module des quotients :
z _ x+liy ><x’—iy’ _xx'+yy +ilyx’ —xy')

z’ _x’+iy’ x'—iy'_ x'2 +y12

_ (xx’ + yy’)z <yx’ - xy’)z |Gex)2 4+ (yy)2 4 2xx’yy" + (x'y)? + (xy')? — 2xx'yy'
- x'2 4+ yrz x'2 4+ yrz - (x'2 + yIZ)Z

N\

= (xIZ + yIZ)Z (xIZ + yIZ)Z (xIZ + yIZ)Z

2 _ |24y _PEY 1

P N [T R e P2

L’argument d’un quotient est égal a la difference des arguments, a 2w pres :
z _ |zle® |7

z j(xx’)z + Y% + ()% + ()2 szoc'z +y'2) +y2(x2 +y) j (2 +y) (2 +y"?)

Z_1Fe _ i0,-i0r _ |£| pi(6-6")
7! |Z’|e19’ |Z'| 7!

z
On adonc arg(>) = argz — argz’ [2m]
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